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Abstract 

Let E C C be a compact set of positive logarithmic capacity. Let us 
suppose that for every polynomial P ^ id we have P~ 1 (E) ^ E. Then 
for all no constant polynomials / and g such that f~ 1 (E) = g~ 1 (E) 
we have / = g. 



1 Introduction 

On note P 1 = C U {oo} la droite projective complexe. Un compact E de C 
est appele ensemble d'unicite si pour tous polynomes non constants / et g 
verifiant f~ 1 (E) = g~ 1 (E) on a / = g. S'il existe un polynome P ^ id tel 
que P~ 1 (E) = E, alors E n'est pas un ensemble d'unicite. 

Question 1 Supposons que P~ X (E) ^ E pour tout polynome P ^ id. E 
est-t-il un ensemble d'unicite? 

Les ensembles d'unicite pour les polynomes de meme degre sont determines 



par Ostrovskii, Pakovitch et Zaidenberg flTT| , Les ensembles d'unicite 
pour les fonctions entieres ou meromorphes avec un nombre minimal d'elements 
sont etudies par Nevanlinna et egalement par plusieurs autres auteurs [voir 
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Question 2 Soit fi une mesure de probability a support compact dans C. 
Pour quels polyndmes f et g de degres d > 1 et d' > 1 on a d~ 1 f*(fi) = 

Les deux questions posees ci-dessus sont etroitement liees. En effet, si la ca- 
pacite logarithmique E est positive et si f~ x (E) = g~ 1 (E), alors c/~ 1 /*(/i) = 
d'~ g*(ji) pour la mesure d'equilibre \i de E. Reciproquement, si E est le 
support de \i et si d~ x f*(ii) = d'^g*^), on a f~ l (E) = g~ l (E). De plus, 
on peut trouver un compact E de capacite logarithmique positive tel que 
/ _1 (i?o) = g~ l {Eo) {voir le paragraphe 3). Lorsque / ^ g, E et E ne sont 
done pas ensembles d'unicite. Les deux cas particuliers de ces problemes sont 
le probleme de determination des fonctions ayant le meme ensemble de Julia 
ou la meme mesure totalement invariante et le probleme de determination 
des fonctions permutables || ||, [l|| (voir egalement ||, 0, 0, §). Notre 
resultat principal est le theoreme suivant: 

Theoreme 1 Soient \x une mesure de probabilite a support compact dans C 
et f , g deux polyndmes de degres d > 1 et d' > 1. Soit m le plus grand 
diviseur commun de d et d'. Supposons que d~ 1 f*(jj,) = d'~ 1 g*(^). Alors il 
existe un polynome Q de degrem et des polyndmes f , g tels que f = fo°Q, 
9 — 9o ° Q tels que I'une des conditions suivantes soit vraie: 

1. f = id ou g = id. 

2. d > m, d! > m et pour une certaine coordonnee z de C on a fo(z) = 
z d l m , go(z) = az d> l m ou a ^ est une constante. 

3. d > m, d' > m et pour une certaine coordonnee z de C on a fo = 
±T d / m , g = ±T<j'/ m oil T fc est le polynome de Tchebychev de degre k. 

Corollaire 1 Soit E un compact de capacite logarithmique positive de C. 
Alors E est un ensemble d'unicite si et seulement si pour tout polynome 
P ^ id on a P~\E) ^ E. 

Soit P un polynome de degre au moins deux. L 'ensemble de Julia rempli 
Kp de P est l'ensemble des points d'orbite bornee, i.e. les points z tels 
que les suites {P n (z)} n£ fq soient bornees. Ici on note P n := P o • • • o P 
le n-ieme itere de P. L'ensemble de Julia Jp est le bord topologique de 
l'ensemble Kp. Alors Kp est le plus grand compact totalement invariant par 
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P, i.e. P l {Kp) = Kp. L'ensemble Jp est le plus petit compact totalement 
invariant par P qui contient plus qu'un element {voir par exemple 0, 4.2.2]). 

Corollaire 2 Soit E un compact de capacite logarithmique positive de C. 
Supposons que E n'est pas un ensemble d'unicite et que E n'est pas invariant 
par aucune rotation de C. Alors il existe un polynome P de degre au moins 
deux tel que P' 1 {E) = E et J P C E C K P . 

Si dans un ouvert U l'intersection Jp fl U est un ensemble non vide, inclus 
dans une courbe reelle lisse, alors P(z) = z d ou P(z) = ±Td(z) pour une 
certaine coordonnee z de C [To*, p. 127]. La notation signifie le polynome 



de Tchebychev de degre d defini par T d (cost) := cos dt. Si P(z) = z d , K P 
est le disque unite, Jp est le cercle unite; si P(z) = ±T d (z), K p et J p sont 
egaux au segment [—1, 1]. On en deduit facilement que, toute courbe reelle 
lisse par morceaux, qui n'est invariante par aucune rotation, est un ensemble 
d'unicite. 

L'ensemble Jp est le support d'une mesure de probabilite \ip qui est to- 
talement invariante par P, i.e. (deg P)~ 1 P*([ip) = \xp. C'est la seule mesure 
de probabilite a support compact qui est totalement invariante par P sauf 
dans le cas ou P(z) = z d pour une certaine coordonnee z de C. Dans ce 
cas exceptionnel, toute mesure totalement invariante est une combinaison 
lineaire de la mesure de Lebesgue sur le cercle unite et de la masse de Dirac 
en 0. Dans le theoreme 1, si g = id, deg/ > 2 et si / n'est pas conjugue a 
z d / m on a = /i/ . Dans la deuxieme condition du theoreme 1, fx est une com- 
binaison lineaire de la masse de Dirac en et de la mesure de Lebesgue sur le 
cercle {z E C : \z\ = \a\ d ^ d ^ d )}. Dans la troisieme condition de ce theoreme, 
fj, est la mesure totalement invariante des polynomes de Tchebychev. 

Dans la preuve du theoreme 1, on se ramene a des systemes dynamiques 
holomorphes en une et en plusieurs variables. D'abord, on peut choisir une 
fonction subharmonique y?o telle que iddip — fi et d~ Vo ° / = d'~ (po o g —: 
(p-i. Notons 6f(z) := exp(2in/d)z + a + aiz^ 1 + ■ ■ ■ le germe d'application 
holomorphe defini au voisinage de oo qui preserve les fibres de /. Notons 
S g le germe analogue pour g. Alors 5f et 5 g preservent les lignes de niveau 
de <p_i. Dans une coordonnee locale convenable, les lignes de niveau de 
au voisinage de oo sont les cercles de centre oo. Par consequent, pour cette 
coordonnee locale, 5t et 5 n sont des rotations. D'ou 8t oS n = 8„oSf et 8 



d/m 



, Of ei Ug sunt ues iulciliuiis. L/uuojuo 9 = o 9 oojebOj 
o~ d l m = : S. Notons Tf{z) la fibre de / qui contient z, i.e. Tf{z) = f^ 1 o f(z 
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Le polynome Q sera defini comme un polynome dont toute fibre generique 
Tq[z) est egale a l'intersection J-f(z) H J~ g {z). Au voisinage de oo, la fibre 
Tq{z) est l'orbite de z par 5. Ceci entraine que Q est bien defini et qu'il est 
de degre m (proposition 2). Si m — d ou m = d', on peut choisir P — f 
ou P = g\ la condition 1 du theoreme 1 est alors vraie. Pour la suite de la 
preuve, on peut supposer que d > 1 et d' > 1 sont premiers entre eux. 

Notons <3> un polynome de degre dd' verifiant T<s>(z) = g v o g(J r f(z)) 
pour tout z G C. Au voisinage de oo, .7-$ (2) est l'ensemble des points 5™ o 
SJ'(z) car 5f et <5 9 commutent. Ceci entraine que $ existe et que J-<s>(z) = 
f^ 1 o f{J- g {z)) (proposition 2). Alors on peut decomposer $ = fx o g — 
gx o f ou /1 (resp. gx) est un polynome de degre d (resp. d'). En suite, 
on peut montrer que Cf x = g(Cf) et C gi = f(C g ) oil C signifie l'ensemble 
critique. Ceci, sous certaines conditions posees sur les coefficients dominants 
et sur les valeurs de polynomes en 0, permet de construire un endomorphisme 
polynomial Vd,d< de l'ensemble £(d, d') des couples (f,g). L'ensemble des 
couples (/, g) qui verifient les hypotheses du theoreme 1, est un sous-ensemble 
algebrique J\f(d,d') invariant par T> dd t. L'ensemble des couples (/, g) qui 
verifient la condition 2 ou 3 du theoreme 1, decrit deux courbes Cx(d,d') et 
Ci{d, d'). II reste a prouver que N{d, d') = Cx(d, d') U Ci{d, d'). On montrera 
que les points periodiques de Af(d,d') appartiennent a Cx(d, d') U C2(d,d'). 
Ceci est du a la solution d'une equation bien connue: fog = g o f (en 
particulier, pour les points fixes, on obtient directement Q = fog = go 
f). Finalement, l'invariance de J\f(d,d') par V dd i implique que Af(d,d') = 
Cx(d, d')UC 2 (d,d'). 

Remer dement. — Je tiens a remercier Charles Favre et Nessim Sibony 
pour leurs aides pendant la preparation de cet article. 

2 Factorisation de polynomes 

Soit P un polynome de degre d > 1. II existe une fonction holomorphe 
unique B{z) = z + a + a\Z~ x + a 2 z~ 2 + ■ ■ ■ definie au voisinage de 00 telle 
que BoPoB~ l = a z d oil a est le coefficient dominant de P {voir par exemple 
H 6.10.1]). On definit la fonction 5p par la formule Sp(z) := B~ 1 (9 d B(z)) 
oil 6d '■= exp(2iii/d). Cette fonction est definie au voisinage de 00, permute 
les elements de chaque fibre de P et verifie P o 5p = P, 5 P = id. Soit $ 
une application definie dans un voisinage suffisamment petit de 00 a l'image 
dans un espace X. Alors $ s'ecrit sous la forme G o P si et seulement si Sp 
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preserve les fibres de $, i.e. $ o 5p = $. 

Proposition 1 Soient X un espace metrique, a un point de X et $ une 
application definie dans un voisinage suffisamment petit de oo a I'image dans 
X\{a} verifiantlim z ^ 00 ^(z) = a. Soient P 1 et P 2 deux polynomes de degres 
d\ > 1 et d 2 > 1 tels que $ s'ecrive sous les formes $ = G\ o P 1 = G 2 o P 2 . 
Soit m le plus grand diviseur commun de d\ et d 2 . Alors 5 Pl o 5p 2 = 5p 2 o 8 Pl 
et Sp 1 ^ 171 = 5 p 2 J m . En particulier, si d\ = d 2 il existe un polynome lineaire a 
tel que Pi = a o P 2 . 

Preuve — On montre que 5 Pl o 5p 2 = Sp 2 o 5 Pl . Supposons que 5 := 5p^ o 5p 2 o 
5p 1 °Sp 2 7^ id. Remarquons que 5 s'ecrit sous la forme S(z) = z + a^ + aiz^ 1 + 
a 2 z~ 2 + • • • . La dynamique d'une telle application est bien connue (voir par 
exemple [pj, 6.5]). II existe un point z tel que S n (z) tende vers oo quand 
n — > +oo. Par consequent, $(5 n (z)) tend vers a. C'est une contradiction 
car $ o 6 = $. De meme maniere, on montre que 5 p 1 J m o 5p^ m = id et 

rdi/m rd,2/m 

°Pl — °P 2 ■ 

Si di = d 2 , on a S Pl = 5p 2 . Par consequent, J- Pl (z) = Tp 2 [z) au voisinage 
de oo. Par analyticite, ceci est vrai pour tout z G C. Alors on peut definir 
la fonction a holomorphe dans C par a := P\ o P 2 ~ l ■ II est clair que a est 
bijective. Par consequent, a est lineaire et Pi = o o P 2 . 

□ 

Pour tout polynome P, on note Cp l'ensemble critique de P. Un point de Cp 
sera compte k fois s'il est de multiplicite k. 

Proposition 2 Soient Pi et P 2 deux polynomes de degres d\ > 1 et d 2 > 1. 

Soit m le plus grand diviseur commun de d\ et d 2 . 

1. Si $ est un polynome verifiant $o5 Pl = $ au voisinage de oo, alors il 
existe un polynome R tel que <& = Ro P±. 

2. Si 5 d pJ m = 5 p 2 J m alors il existe un polynome Q de degre m et des 
polynomes R\, R 2 tels que P\ — R\ o Q et P 2 = R 2 o Q. En particulier, 
si d' = m il existe un polynome R tel que P\ — Ro P 2 . 

3. Si m — 1 et si 5 Pl o 5p 2 = 5p 2 o 8p 1) il existe un polynome $ de degre 
d\d 2 et des polynomes P*, P 2 tels que $ = Pj* o P 2 = P 2 * oP 1 . De plus, 
on a C P * = P 2 {C Pl ) et C P * = Pi{Cp 2 ). 
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Preuve — 1. Le fait que $o5 Pl implique que Tp x [z) C T^{z) pour z dans un 
voisinage de oo. Par analyticite, ceci est vrai pour tout z. Par consequent, 
on peut definir la fonction P holomorphe dans C par R(z) := $ o P~ 1 (^). 
On a $ = R o P 1 . Comme $ et P sont des polynomes, lirn^oo R(z) = oo. 
Done R est un polynome. 

2. On note w := (wi,w 2 ) les coordonnees de C 2 . Soient n : C — ► C 2 
defini par H(z) := (Pi(z), P 2 (z)) et C := 11(C). Alors C est une courbe 
algebrique de C 2 . De plus, elle est parabolique car elle est l'image de C par 
une application holomorphe. D'ou C est un C ou un C* immerge dans C 2 . 
La courbe compactifiee C C P 2 est done rationnelle. Comme P(z)/Q(z) a 
une limite finie ou infinie quand z — > oo, C coupe la droite infinie L en un 
seul point a. De plus, au voisinage de a, C est irreductible car e'est l'image 
d'un voisinage de oo par l'application n. On en deduit que C = C \ {a} 
est un C immerge. Soit tp : C — > C une application holomorphe, injective 
en dehors d'un nombre fini de points. On pose Q := ip^ 1 o II. Alors Q est 
une fonction holomorphe definie en dehors d'un nombre fini de points au 
voisinage desquels elle est bornee. Par consequent, Q se prolonge en une 
fonction holomorphe sur C. On verifie facilement que lim^oo Q(z) = oo. 
Done Q est un polynome. On pose 5 := 8 d p^ m = 5^J m . 

Au voisinage de oo, on a 

Q o 5 = p- 1 o (Pi o 5, P 2 o5)= p' 1 o (P 1; P 2 ) = Q. 

Soient z\ et z 2 suflisamment proches de oo tels que Q{z\) = Q{z 2 ). Alors 
Pi( z i) — Pi( z i) e ^ p2(zi) = Piiz-i)- II existe done les entiers < n\ < d\ — 1 
et < n 2 < d 2 — 1 tels que z 1 = 5p 1 i (z 2 ) = 5pl(z 2 ). De plus, on sait que 

lim — = exp(2nj7n/cL). 

Par consequent, l'egalite Sp^(z 2 ) = Sp^(z 2 ) pour z 2 suflisamment proche de 
oo implique que rijin est divisible par dj pour j = 1 ou 2. On a alors 

Zl = 5 nim / dl (z 2 ). 

Les deux arguments ci-dessus montrent que Sq = 5. Par consequent, 
degQ = m. D'apres la premiere partie, il existe des polynomes Pi et R 2 tels 
que Pi = Pi o Q et P 2 = R 2 o Q. 

On remarque que Tq[z) = J r p 1 (z) fl Fp 2 (z) pour un z generique car ceci 
est vrai au voisinage de oo. On peut egalement prouver cette partie par la 
meme methode que Ton utilisera dans la troisieme partie. 
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3. Comme m — 1, il existe des entiers relatifs ri\ et n 2 tels que ri\d 2 + 
n 2 d\ = 1. Posons 5 := o 5^. Alors <5 s'ecrit sous la forme = 
exp(27ri/rf(i / )z + ao + aiz _1 H — •. Notons T{z) = P 2 ~ x o P 2 ( y J r Pl ^ z )) . Un point 
de J-{z) est compte k fois s'il est de multiplicite k. Alors T{z) est de cardinal 
lie?' et au voisinage de oo, T{z) est l'orbite de z par 5 car <5p x o 5p 2 = 5p 2 o 5 Pl . 
On en deduit que T[z) = Pf 1 oP 1 (jFp 2 (z)) au voisinage de oo. Par analyticite, 
ceci est vrai pour tout z. 

Pour tout 1 < n < dd' — 1, on note S n {z) la somme symetrique des termes 
du type z\ . . . z n avec {z±, . . . ,z n } C T{z). Alors S n (z) est une fonction 
holomorphe sur C. II est clair que \5 Pl o S p2 (z)/z\ tend vers 1 quand z — > oo 
pour tous i et j. Par consequent, S^z) = 0(|,2| n ) quand z — > oo. On en 
deduit que degS^ < n < dd' — 1. Comme au voisinage de oo, T{z) est l'orbite 
de z par <5, on a .F(z) = ^"(^i) pour tout z\ G F{z). Par consequent, est 
constant sur T[z). Le fait que T{z) est de cardinal dd' > degS n implique 
que S n est un polynome constant. Soit $ le polynome de degre dd' defini 
par: 

$(z) := z dd ' - S lZ dd '~ l + ■■■ + {-l) dd '- l S dd ,_ lZ . 

Alors au voisinage de oo, J-${z) = T[z). Par analyticite, ceci est vrai pour 
tout z. Par consequent, $ o 5 Pl = $ et $ o 5 Pi = $. D'apres la premiere 
partie, il existe des polynomes P* et P 2 * tels que $ = Pf o P 2 = P2* Pi- 

On aC$ = Cp 2 U P 2 _1 (Cp*). Ici la notation C signifie l'ensemble critique 
et un point critique sera compte k fois s'il est de multiplicite k. Remarquons 
qu'un point critique z de $ est de multiplicite k si et seulement si z est 
un point de multiplicite k + 1 de T[z). Comme T[z) = P 2 X ° P 2 (J r Pl ( Z )) , 
on a C$ = Cp 2 U P 2 l o P 2 (C Pl ). Alors P 2 -1 (Cp.) = P 2 _1 o P 2 (CpJ car C$ = 
Cp 2 U P^Cp*). D'ou C P * = P 2 (C Pl ). De meme, on a Cp 2 * — Pi(Cp 2 ). 

□ 

Soient \x une mesure de probability a support compact et /, g deux polynomes 
de degres d et d' verifiant d -1 /*^) = d'~ 1 g*(fi). Soit ip une fonction sub- 
harmonique verifiant iddip = fi. Cette fonction est harmonique sur la com- 
posante non bornee de C \ supp(yu); elle est unique a une constante pres. 
De plus, ip — \n\z\ est harmonique et bornee au voisinage de 00. Posons 
ip := d~ l ip o /. Alors iddip = d~ 1 f*(fj,). Comme d^ 1 /*^) = d'~ 1 g*(fj), on a 
d'~ 1 ipog = tjj + c ou c est une constante. Lorsque d 7^ d', quitte a remplacer ip 
par ip — dd'cj (d — d'), on peut supposer que c = 0. Dans tous les cas, on peut 
appliquer la proposition 1 pour la fonction ip. On obtient 5f o 5 g = 5 g o 8f et 
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8 d j m = 5g ^ m oil m est le plus grand diviseur commun de d et d! . D'apres la 
proposition 2, on a: 

Corollaire 3 II existe un polynome Q de degre m et des polynomes fo, go tels 
que f = fo°Q , 9 = 9o°Q et (d/m) -1 /q(/x) = (d 1 / m) _1 g^fj) . En particulier, 
si d! divise d, il existe un polynome P de degre d/d' tel que f = P o g et 
dr x d'P*{ii) = pl. 

3 Endomorphisme polynomial # 

Soient fio une mesure de probability a support compact de C et fo, go deux 
polynomes de degres d > 1, d' > 1 verifiant d _1 /o(A*o) — d'~ 9o{Hq) ■ On 
suppose que d et d' sont premiers entre eux (voir le corollaire 3) et que d > d'. 
Soient (3 ^ et a ^ les coefficients dominants de fo et go. On choisit un 
point a tel que fo(a) = 9o( a )- Soit b :— fo(a) — go(a). Quitte a remplacer / 
par (Ti o / Q o cr 2 , po P ar °"i ° 9o ° °2 Ho par (cri)*(/x ) on peut supposer que 
a = 6 = Oet/3=lou cr 2 (^) := Az+a, a x (z) := A- d f3~ l (z-b) et A G C*. Soit 
la fonction subharmonique verifiant idd(f = Ho et <i~V o f = d'' 1 ^ o g . 
Posons (fo( z ) '■= max(0, ip(z)), f-\ := d~ l ipo o f , E : = V 9 o 1 (0) et E-i : = 
f ~ 1 (E ). Alors ipo est subharmonique; <^_i = d'~ fo ° 9o et £Li = g ~ 1 (E ). 
Comme tend vers l'infini quand z — > oo, Eq est compact. Alors </2o est la 
fonction de Green de P 1 \ E avec un seul pole en oo. On en deduit que Eq 
est de capacite logarithmique positive (voir par exemple, |L6], III. 8]). 

Notons T,(d,d',a) l'ensemble des couples (f,g) oil / (resp. g) est un 
polynome de degre d (resp. d') a coefficient dominant 1 (resp. a) qui s'annule 
en 0. 

Lemme 1 II existe un couple unique (f\,g\) G E(d, d' , a d ) et un compact 
E\ de capacite logarithmique positive tels que fx o g — g\ o f et tels que 
Eo = fi l ( E i) = g^^Ei). De plus, on a C h = g (C fo ) et C 9l = fo(C go ). 

Preuve — D'apres le corollaire 3 et la proposition 2, il existe un polynome 
<3> de degre dd! et des polynomes f\ et / 2 tels que $ = f\ o g = g 1 o / . 
Quitte a remplacer $, f x et g\ par a o $, a o f t et a o g x , on peut supposer 
que $(0) =0 et que le coefficient dominant de $ soit a d ou a est un certain 
polynome lineaire. On a alors (f\,gi) G S(d, d', 

Montrons qu'au voisinage de oo, 8f x preserve les lignes de niveau de fo- 
Soient a\ et a 2 suffisamment proches de oo tels que f\(ai) = /i(a 2 ). II 
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faut prouver que y?o( a i) — Vo( a 2)- U existe 61 et 62 tels que go(bi) = a\ et 
#0(^2) = ( fl 2)- Alors $(61) = $(&2)- Par construction de $ (voir la preuve 
de la proposition 2), il existe m et n tels que b\ = 5^ o ^(62)- Comme 
</?_i = d _1 </?o°/o = d'~ 1( Po o go, les applications <5/ et <5 9o preservent les lignes 
de niveau de </?_i. D'ou </?_i(&i) = </?_i(o 2 )- On obtient 

V? (ai) = y? 9o(bi) = c?V-i( fo i) = dV-i(&2) = V?o 9o{h) = </?o(oi)- 

Alors au voisinage de 00, 5^ preserve les lignes de niveau de <p , i.e. les lignes 
de niveau de ip sont reunions de fibres de f\. Comme (p est harmonique dans 
C \ Eq — C \ (/9 _1 (0), elle est reelle analytique dans C \ E . Par analyticite, 
C \ Eq est une reunion de fibres de f\. Par consequent, Eq est une reunion 
de fibres de f\. Posons E\ := fi(E ). Alors E = f^ 1 (Ei). II est clair que 
Ei est de capacite logarithmique positive. Les relations f\ o g = g 1 o f et 
/ _1 (i?o) = Qq 1 {Eq) entrainent o 1 " 1 (£ , i) = E . Les polynomes /1 et g\ sont 
uniques car la fonction $ est unique (voir la preuve de la proposition 2). 
D'apres la proposition 2, on a C/ x = go(Cf ) et C 9l = fo{C go ). 

□ 

Remarque 1 1. On peut construire les couples g k ) G S(<i, <i', a dfc ) et les 
compacts £ fc tels que f k o g^ = g fc o / fc „ x et = f-\E k )_= g^T 1 ^)- 

2. On fixe un k > 1 et un m > 0. On pose := d! := d' h , a := 

n d m {d k - 1 +d k - 2 d' + -+d' k - 1 ) f f n n f a a n n 

« , Ji ■— Jik+k+m-l O • • • O Jik +m , g/i ■— gik+k+m-1 O ■ • ■ O 

Oife +m , £j := ^fc+Hm-i pour i = ou 1. Alors (f ,g ) G <?, a) et 
(/i,<7i) G E(d, o?', <5 d ). On verifie facilement que fi go = gi fo Q ue 
£0 — f^^Ei) = g^i^Ei). Par l'unicite, (/i,gi) est le couple que l'on peut 
construire comme dans le lemme 1 mais pour les polynomes / et g . 

On remarque qu'un couple (/, g) G S(d, cf, a) est determine uniquement par 
les points critiques de / et de g. Notons 11^/^ : C^ 1 x C d ' _1 — >■ E(d, <f, a) 
l'application qui associe un point (x, y) = (xi, . . . , Xd-i,yi, ■ ■ ■ , J/d'-i) le cou- 
ple (/, g) G d', a) verifiant C/ = {xi, . . . , x d _i} et C 9 = {j/j, . . . , y d '-i}- 
Cette application definit un revetement ramifie au-dessus de E(d, d',a). On 
definit l'application P d>d , : C^ 1 x C 1 '- 1 xC — ► C^ 1 x C 1 '' 1 x C* par: 

V d:d ,(x,y,a) := (g(xi),... , g(xd-i), f(yi), . . . J(y d >-i),a d ) 
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ou (/, g) := Hd,d',a( x , y)- Les polynomes / et g sont determines par les 
formules explicites suivantes: 

i r 

f{z) = 2 J (t-xi) ...(t- x d -i)dt 

et 

a d f z 

g(z) = -j J (t-yi) ■■■(*- yd'-i)dt. 

II est clair que T> dd i est un endomorphisme polynomial. 

Remarque 2 1. D'apres le lemme precedent, si H dtd ' j0l (x,y) — (fo,9o) ° n a 
Tl d ,d>M x *>y*) = (fu9i) ou (x*,y*,a d ) := V^fay, a). 

2. D'apres la remarque 1, si ITj y) = (/ ,<7o) on a IIj^- (5*, y*) = 

(/i,<7i) ou a d ) :=V^(x,y,a). 



4 Ensemble invariant A/"(d, d!) 

Notons M(d, d') l'ensemble des points (x, y, a) G C ^ 1 x C^'" 1 x C* verifiant 
f* o g = g* o / ou (f,g) := U d , d ', a (x : y), (x*,y*,a d ) := V d4 ,(x,y,a) et 
(f*,g*) :=U dd , a d(x*,y*). Notons Af(d, d') l'ensemble des (x, y, a) eM(d,d') 
verifiant les deux proprietes suivantes: 

1. V(d,d'): pour tout n > 0, on a2^,(x,j/,a) G M(d,d'). 

2. Pour tous > 1 et m > 0, si Iljj, 5 (x,y) = (/, <?) alors (x, y, a) verifie la 

condition V(d, d') ou (x n , j/„, a n ) := V n dd ,{x, y, a), (f n , g n ) := n d>d >,a n (x n , y n ), 

f ■■= fk+m-i ° • • • ° fm, 9 ■= gk+m-i ° • • • ° 9m, d : = d k , J' := d /fc et a := 
a d m (d k l +d k 2 d'+-+d' ) ( wo ^ r i a rem arque 2). 

Alors A/"(rf, d') est un sous-ensemble algebrique faiblement invariant par X^d' 
i.e. V did ,(J\f(d,d')) C J\f(d,d'). De plus, V^ d ,{N{d,d')) est faiblement invari- 
ant par T^d' pour tout n > 0. 

Soient /o, 01 e ^ -^o verifiant les hypotheses du paragraphe precedent. 
D'apres le lemme 1 et les remarques 1, 2, on a (x, y, a) G Af(d, d') pour tout 
(x,y) verifiant n d>d > !a (x,y) = (f ,g ). 

Nous construisons maintenant deux sous-ensembles Ci(d,d') et C2(d,d') 
de Af(d, d') grace a des exemples precis sur / , g , a et -E - Par suite, on 
montre que J\f(d, df) = &(d, df) U C 2 (d, d'). 
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Soient a±, o 2 deux polynomes lineaires, a ^ et a 7^ tels que (/, g) G 
E(<i, cf , a) oil /(z) := <7i o (z d ) o a 2 et g(z) := <7i o (a,2 d ') o a 2 . On a f~ x (E) = 
g~ L (E) pour .E := o"i({-2 G C : |z| = \a\ d ^ d ^ d )}). Par consequent, G 
Af(d,d') pour tout y) verifiant 11^^,0 (x, y) = (/,#)■ On note Ci(d,d') 
l'ensemble de ces points (x,y,a;). 

Notons T fc le polynome de Tchebychev de degre k defini par T(cos2) : = 
cos kz. On sait que l'ensemble de Julia de T*. est l'intervalle [—1,1], que 
le coefficient dominant de est egal a 2 k ' 1 et que les points critiques de 
Tfe sont les points cost ^ ±1 avec t G K verifiant sin/ct = 0. Soient a±, 
a 2 deux polynomes lineaires et a G C* tels que (/, </) G H(d,d',a) oil / : = 
<j\ o (±Td) o o" 2 , g '.— U\ o (±T d /) o <7 2 . Posons := <7i([— 1,1]). Alors 
/^(E) = g~\E). On en deduit que (x,y,a) G J\f(d,d'). Notons C 2 (d,d') 
l'ensemble de tels points (x,y,a). 

Lemme 2 Ci(d,d') etC 2 (d,d') sont des courbes algebriques reductibles dont 
aucune composante n'est incluse dans un hyperplan du type {a = constante} . 

Preuve — Soient cf\{z) = a±z + b±, cr 2 (z) = a 2 z + b 2 et /, g, a, x, y definis 
ci-dessus. 

Pour la courbe Ci(d, d'), comme (/, g) G T:(d,d',a), on obtient les rela- 
tions suivantes: a±a 2 = 1, aiaa 2 — a et a\b 2 + b± — a\ab 2 + b± — 0. On 
a egalement, x = (-b 2 /a 2 ,... ,-b 2 /a 2 ) et y = (-b 2 /a 2 ,... ,-b 2 /a 2 ). On 
obtient facilement que b 2 = ou a = (b 2 /a 2 ) d ~ d . Ceci montre que C\ est une 
courbe algebrique reductible et qu'aucune de ses composantes n'est incluse 
dans {a = constante}. 

Pour la courbe C 2 (d,d f ), on obtient a\l d ~ x a\ = 1, a{l d ~ 1 a 2 — a et 
±a 1 T d (b 2 ) +6i = ±a{T d ,(b 2 ) + b ± = 0. On a {x u . . . = ^(Ct^), 

{yi, . . . , — <7 2" 1 (^T d2 )- On remarque que b 2 est une solution de l'equation 

±T d (z) = ±T d >(z). Cette equation n'a qu'un nombre fini de solution. Les 
autres nombres a\ et a 2 (resp. bi) s'ecrivent en fonction de a (resp. de a 
et de b 2 ). Par consequent, C 2 (d,d') est une courbe algebrique dont aucune 
composante n'est incluse dans un hyperplan du type {a = constante}. 

□ 



Lemme 3 1. V'^C^d, d')) nAf(d, df) C d(d,d'). 
2. V d },(C 2 (d,d'))nAf(d,d') c C 2 (d,d'). 
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Preuve— 1. Soit (x,y,a) G P^(Ci(d, d')) n cf)- Posons (/,#) : = 
n<i,d', a (a:,y), (a?i,yi,aii) := T> dA ,(x, y, a) et := n^^^xi, yi). Comme 

(xi, yi, ai) G Ci(d, o?'), il existe des polynomes lineaires a±, a 2 et une constante 
non nulle a tels que fi(z) = (Ji([a2(z)] d ) et g\ = ai(a[a2(z) d ]). Comme 
(x, y, a) G d'), on & fi o g = g 1 o f. Posons /* := a 2 o / et g>* := (T 2 o g. 
Mors a[/*(^)] d ' = Posons := a[f*(z)] d ' = [g*(z)] d . Soit A une 

racine de <3>. Alors la multiplicite de A est divisible par d et par d! . Comme d 
et d! sont premiers entre eux, la multiplicite de A est divisible par dd'. D'autre 
part, deg<3> = dd'. On deduit que A est la seule racine de $. II est egalement 
la seule racine de /* et de g*. Alors il existe un polynome lineaire a et un 
b G C tels que f*(z) = [a(z)] d et g*(z) = b[a(z)] d ' . D'ou (x,y,a) G d(d,d'). 

2. De meme maniere, on se ramene a une equation du type o g* = 
±T^/ of*. II faut montrer qu'il existe un polynome lineaire a tel que /* = 
±T d o a et g* = ±1> o a. II est clair que 1]) = ^^([-l, 1]). On 

deduit de la definition de T>d,d< que g*(Cf*) = Cx d . Par consequent, les points 
critiques de /* sont tous de multiplicite 1. De meme pour g*. 

Pour \z\ suffisamment grand on a JFj» (z)nJ-'g*( y z) = {z}. Eneffet, utilisant 
les developpements asymptotiques de 5f* et 5 g *, on obtient pour tous 1 < 
n < d - I et I <m < d' - I: 

5y*(z) 

lim = exp(2mni/d — 2nni/d ) ^ 

Z^QO dg*{Z) 

car d et d' sont premiers entre eux. Par analyticite, pour un z generique 
Tj*{z) r\J 7 g *(z) = {z}. Soit p G Cf*. Montrons que f*(p) = ±1. Supposons 
que f*(p) = a ^ ±1. On sait que g*(C f *) = C Td C [-1, 1] et /* ^([-1, 1]) = 
g*~ l ([—l, 1]). D'ou a g] — 1, 1[. Alors au voisinage de p, 1, 1]) est 

la reunion de deux courbes reelles analytiques qui se coupent en p. Par 
consequent, p est un point critique de g*. Comme 5f* et 5 g * commutent, 
leurs prolongements analytiques commutent aussi au voisinage de p. On en 
deduit que J-f* (z) H Tg* (z) contient au moins deux elements pour tout z 
suffisamment proche de p. C'est une contradiction. Done f*(p) = ±1. De 
meme g*(q) = ±1 pour q G C g *. 

Le fait que /* est de degre d implique que pour d impair est 
une reunion de (d — l)/2 points critiques et d'un point non critique; pour d 
pair /* _1 (1) est la reunion de d/2 points critiques ou la reunion de d/2 — 1 
points critiques avec deux points non critiques. De meme pour /*~ (— 1). 
Quitte a remplacer /*, g* par ±/* o a et g* o a pour un certain polynome 
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lineaire a, on peut supposer que ±1 ne sont pas critiques pour / et que pour 
d impair /*(1) = 1, /*(-l) = -1 et pour d pair = /*(-l) = 1. On 

remarque qu'au voisinage de ±1, 1, 1]) est un arc reel analytique. 

Par consequent, g*(±l) = ±1 et ±1 ne sont pas critiques pour g*. Quitte 
a remplacer g* par ±g*, on peut supposer que pour d! impair g*(l) = 1, 
g*(—l) = —1 et pour d! pair g*(l) = g*(—l) = 1. 

Alors il existe des polynomes P, Q tels que pour d impair f*(z) + 1 = 
(z + l)P 2 (z), f*(z) - 1 = (z - l)Q 2 (z) et pour d pair f*(z) + 1 = P 2 (z), 
f*( z ) - 1 = ( z - l)( z + l)Q 2 (z). Posons ip(z) := (z + z~ l )/2. On verifie 
facilement qu'il existe une fonction rationnelle R(z) telle que: 

On en deduit que f*(z) o ^ = (F + F- 1 )/2 oh F := (R + 1)/(R - 1). On 
a done o /* o ip = F . Ceci implique que deg-F = d. De meme, il 
existe une fonction rationnelle G de degre d' telle que ip^ 1 ° 9* ° — G . 
D'autre part, ip^ 1 oT^o ip(z) = z ±d et ip~ l o T d , o ip(z) = z ±d . On deduit 
de la relation o g* = ±T^ o /* que F ±d = ±G ±d . Alors comme dans la 
partie precedente, les multiplicites des zeros et des poles de F ±d = ±G ±d 
sont divisibles par dd'. Or e'est une fonction de degre dd' . D'ou F(z) = Az ±d 
et G(z) = Bz ±d '. Le fait que = g*(l) = 1 entrame A = B = 1. D'ou 

f* = T d et g* = T d r. 

□ 



Lemme 4 Soit (x,y,a) G J\f(d,d') un point preperiodique de T>^d>, i-e- 
V } ^ + d 7 L {x 1 y 1 a) = V d n d ,{x,y,oc) pour certains k > 1 et m > 0. (x, a) 

appartient a C\(d, d') U ^(rf, d'). 

Preuve — On utilise les notations de la definition de l'ensemble Af(d,d'). 
Soient (x*,y*,a*) := T> S j,(x,y,a) et (f*,g*) := n^g^.y*). Comme 
P^ ; m (x, y, a) = V d n d ,{x,y, a), on & f* = f et g* = g (voir la remarque 
2). Par definition de M(d,d'), on a /* o j = j* o /. D'ou f ° g = g ° f ■ 
Cette equation a ete resolue par Fatou et Julia || ^ |T3], |]. Dans notre cas, 
d > 1 et d' > 1 sont premiers entre eux. D'apres le theoreme de Fatou- Julia, 
il existe un polynome lineaire o\ tel que l'une des conditions suivantes soit 
vraie: 
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1. o\ o f o erf 1 = z d et U\ o g o erf 1 = az d ' ou a ^ est une constante. 

2. o"i o / o erf 1 = ±Tj et <7i o g o erf 1 = ±Tj,. 

Considerons le second cas, le premier cas sera traite de meme maniere. On 
remarque que T rs = T r o T s . En particulier, Tj = T d / d ° T<z- Le fait que 

f = fk+m-i ° • • • o f m implique 

(o"i o fk+m-i o erf 1 ) o • • • (<7i o f m o erf 1 ) = a x o f o er" 1 = ±Tj. 

D'apres la proposition 1, il existe un polynome lineaire er 2 tel que <j i o f m o 
af 1 = er 2 o Trf. De meme, il existe er 2 tel que o\ o g m o erf 1 = er 2 o T d /. Alors 
fm = o"3 ° T rf o eri et g m = a' 3 o T d > o a x ou er 3 := erf 1 o er 2 et a' 3 : = erf 1 o er 2 . 
On sait que pour d et d! premiers entre eux l'ensemble critique de (resp. 
de TV) est invariant par T d > (resp. par T d ). Par construction de T> dd >, on a 

C fm+1 = 9m(C f J = o' 3 o T d ,(C Td ) = a' 3 (C Td ). 

Alors il existe un polynome lineaire ci4 tel que f m +i — o~a ° T^ o <7 3 _1 . De 
meme, il existe un polynome lineaire a' 4 tel que g m +i — cr'^o T d i o erf 1 . 

Comme on a montre ci-dessus pour f m et g m , il suffit de remplacer m 
par m+1 arm d'obtenir f m +i = o~6 ° T^ o et g rn+ \ = a' 6 o T d o er 5 ou 
05, Og et erg sont lineaires. On deduit des quatres dernieres egalites que 
l'ensemble critique de T^ (resp. de T d >) est invariant par er 5 o a' 3 (resp. 
par er 5 o er 3 ). D'ou er 5 o a' 3 (z) = ±z et er 5 o 03 (z) = ±z. Par consequent, 
cr^z) = a 3 (±z) et done / m = er 3 o T rf o a x et g m = o 3 o (±T d >) o o x . Ceci 
signifie que (f m , g m ,a m ) G C 2 (d, d'). D'apres le lemme 3, (f,g,a) G C 2 (d, d') 
car (f,g,a) = (f ,g ,a ). 

□ 

Proposition 3 On a Af(d, d') = d(d, d') U C 2 (d, d'). 

Soit 5 un sous-ensemble algebrique periodique de J\f(d,d'), i.e. T>2 d >(S) = S 
pour un certain n > 1. On montre que 5 C Ci(d,d') U C 2 (d, d'). Soit a une 
racine d'ordre d m_1 — 1 de l'unite. On pose l'ensemble des points (x, y, a). 
Alors K a est periodique de periode m. 

Lemme 5 Pour tout a, l'ensemble S D K a est fini. 



14 



Preuve — Soit V une composante irreductible, periodique de S H K a . II faut 
montrer que dimV^ = 0. Supposons par l'absurde que dimV > 1. Pour 
simplifier les notations, on suppose par la suite que a = 1 et on pose T> := 
Vd t d>- Notons s := (x,y) = (x±, . . . , xj-i, yi, ■ ■ ■ ,y<i'-i) les coordonnees de 
K a ~ £ d + d '- 2 . Comme V est polynomial, elle se prolonge en une application 
meromorphe de f d+d ~ 2 dans lui-meme. Notons encore T> ce prolongement. 
Soit L := ¥ d+d '- 2 \K a Phyperplan a l'infini muni des coordonnees homoe;enes 
w := [xi : ••• : x d -i : y x : ■ • • : Vd'-i]- On pose (f,g) := ILj jd / j0 (s). Les 
formules explicites des polynomes f et g sont donnees dans le paragraphe 
precedent. On remarque que f{yi) (resp. g(xi)) est un polynome homogene 
de degre d (resp. d') en variables x et y. Par consequent, il existe une 
constante c > telle que \f(yj)\ < c\ d et \g{xi)\ < c\ d ' ou 



A := max max xJ, max h/J 

yi<z^<d-l l<iv<d'— 1 

Comme d > d', l'ensemble d'indetermination I de V est egal a 

I={weL: f(y 1 ) = ... = f(y tr _ 1 )=0} 

et l'ensemble X := D(L\ I) verifie 

X C {w G L : #1 = • • • = x d _i = 0}. 

Comme dimV > 1, l'intersection V fl L ^ 0. Comme V est preperiodique, 
Ffl (/ U X) ^ 0. Soient s (n) = (x (n) , y {n) ) G V tendant vers un point w G 
Fn(/UX) quand n -> +oo. On pose (/ n , <? n ) := n d , d> ( S W), ^) := 
et (f n >9n) '■= Rd,d',a(s in) )- Par definition de P dj #, on a C-^ = #„(C/J et 
Cg n = fn(C 9n ). Par definition de Af(d, d'), on a J n o g n = g n o /„. Soient 

A n = max I max Ix.^l, max ) . 

\l<u<d-V V ^\<v<d!-\^ V 7 



d-1.. 



Alors \x^\ < cA^' et \y^\ < c\ d . On pose (Ti(z) := Az, 02(2) := A" 7 
0-3(2;) := A '' -1 ^ et 0-4(2) := A^ -1 ^' -1 ^. On pose egalement /* := a 2 1 o 
fn ° 01, g* := o^ 1 o # n o (7i, J* n : = o^ 1 o/ n o o- 3 _et g* n := o^ 1 0^0 <7 2 . 
Alors f* n og*=T n o /*, (f*,g* n ) G E(d,d'l) et (f n ,T n ) e S(d, d', 1). On 
a aussi C/. = o^C/J = of 1 ^, . . . c ^ = ^ -1 {2/i n) > • • ■ ^?-i)> 

Cj* = Og^jrr^, . . . , £ d ™\} et Cg* = a 2 1 {y ( \ % \... , y^L-^}- Par definition de 
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\ n et des <7j, les points critiques de /* et g* (resp. de / et g*) sont de 
modules majores par 1 (resp. par c). De plus, au moins l'un des points 
critiques de /* ou de g* est de module 1. Le fait que (f*,g*) G d', 
et (/ , <T) £ Ti(d,d', 1) entraine que les coefficients des polynomes /*, / n 
et ~g* n sont bornes. On verifie facilement que Cj* = g*(C/*) et C 5 * = f*(C g *). 

Soient F, G, F, G quatre polynomes tels que (F, G, F, G) soit adherent a 
la suite (/*,#*, f n i~9n)- P ar continuity, on a F o G = G o F, Op = G(C F ) 
et Oq = F(Cg)- De plus, au moins un point critique de F ou de G est de 
module 1. 

Cas 1- Supposons que w G /. On deduit de la description de / que 
^n d+1 y^ tend vers quand n — > +oo. Ceci implique que les points critiques 
de G sont tous nuls. D'ouG(z) = z d ' et [F{z)] d ' = FoG(z) car FoG = GoF. 
Alors les multiplicites des zeros de F o G sont divisibles par d'. Comme 
d = deg-F n'est pas divisible par d', il existe au moins une racine a\ de F 
telle que sa multiplicite cti ne soit pas divisible par d' . 

Supposons d'abord qu'il existe une autre racine a 2 de F dont la multi- 
plicite a 2 n'est pas divisible par dl . Soit bj un point arbitraire de G~ l (dj) 
a multiplicite f3j. Alors ocjf3j est divisible par rf'. Notons a'j le plus grand 
diviseur commun de Oij et d! . Notons egalement Uj = d'/a'j. Alors Vj di- 
vise f3j. On en deduit qu'il existe un polynome non constant Kj tel que 
G(z) — a,j = [Kj(z)] Uj . Comme ctj ne divise pas d', on a z/^ > 2. On obtient 
done [K^z)]^ = [K 2 (z)] u * - b v * ou b U2 = a 2 - a x ^ 0. Ceci implique 

V2 — 1 

[Xi(^)r = n^)-M- 

J"=0 

ou ^ := exp(2j7ri/z/ 2 ). Les facteurs du membre a droite sont deux a deux 
premiers entre eux. Par consequent, il existe des polynomes Pj tels que 
K 2 (z)-9 j b= [Pj{z)] v \ On a 

[p 1 (z)r-[p (z)r = (9 1 -9 )b^o. 

C'est une contradiction car le membre a gauche se factorise en v\ facteurs 
qui ne sont pas tous constants. 

II reste le cas ou a\ est la seule racine de F dont la multiplicite n'est pas 
divivible par d' . Comme d = deg F et d' sont premiers entre eux, a.\ et d' sont 
premiers entre eux. Par consequent, tout point de G^ 1 (a 1 ) est de multiplicite 
divisible par d' . Comme degG = d! et comme G G T:(d,d', 1), on a G(z) = 
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z d ' . On en deduit que ai = 0. On peut done ecrire F(z) = z ai [P(z)] d ' 
ou P est un polynome unitaire. L'equation = F o G(z) entraine 

F(z) = z ai P(z d ). Les egalites suivantes sont obtenues par les calculs de 
derivees: 

F'(z) = z ai - 1 [a 1 P(^') + d'z d 'P\z d ')] 

et 

F\z) = z^- 1 [P(z)] d '- l [a 1 P(z) + d'zP'(z)}. 

Soit a une racine non nulle de F', i.e. une racine de aiP(z d ') + dl z d ' P' \z d ' ) . 
Alors exp(2k7ri/d')a est egalement une racine de F' pour tout < k < d! — 1. 
Comme C^t = G(C F ) et comme G(z) = toute racine de F est du type 
a d , i.e. une racine de a\P(z) + d'zP'(z). De plus, la multiplicite de cette 
racine est divisible par d'. Soit b une racine de multiplicite nd' + m de -P(^) 
avec < m < d' — 1. Alors 6 est une racine de multiplicite nd' + m — 1 
de -P^- 2 ) e ^ done de axP(z) + d'zP'(z). Par consequent, 6 est une racine de 
multiplicite (n'd' + m)(<i' — 1) + (nd' + m — 1) de F . Cette multiplicite n'est 
pas divisible par d' . C'est impossible. D'ou P(z) = 1 et F(z) = z d . C'est 
aussi une contradiction car au moins l'un des points critiques de F ou de G 
est de module 1. 

Cas 2.- Supposons maintenant que w G X. Par la description de X, 
A" 1 ^™- 1 tend vers quand n — > +oo. Par consequent, les points critiques de 
/* tendent vers 0. On en deduit que F(z) = z d et que C-p = G(Cf) = {0}. 
On a done F(z) = z d . On obtient alors G(z d ) = [G(z)] d . Ceci montre que les 
racines de G(z d ) sont toutes de multiplicite divisible par d. En particulier, 
toute racine non nulle de G est de multiplicite divisible par d. Mais deg G = 
d' < d. Done G n'a pas de racine non nulle. Alors G(z) = z d ' et done 
G(z) = z d . C'est une contradiction car au moins un point critique de F ou 
de G est de module 1. 

□ 

Fin de la preuve de la proposition 2.- Si dimS* = 0, alors S est simplement 
un point periodique. D'apres le lemme 4, S C C\(d, d') U C^id, d'). 

Si dimS* > 1, d'apres le lemme precedent, S n K a est un ensemble fini 
pour tout a. Comme S et K a sont periodiques, S fl K a est periodique. Par 
consequent, tout point de S fl K a est preperiodique. D'apres le lemme 4, 
S(~)K a C Ci(d, d') \JC 2 (d, d'). Comme S est periodique et comme T> d ^ envoie 
l'hyperplan {a = c} dans l'hyperplan {a = c d }, S fl K a est non vide sauf 
peut-etre pour un nombre fini de a. On deduit que dim S — 1 et que S coupe 
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Ci(d, d!) U C 2 (d,d') en une infinite de points. D'ou S C Ci(d,d') U C 2 (d,d'). 
Ceci est vrai pour tout sous-ensemble algebrique periodique de Af(d, d') . 

Comme V dd ,(M(d,d')) est faiblement invariant pour tout n > 0, toute 
composante de Af(d, d') s'envoie par un T>2 d , dans une composante periodique 
de Af(d, d'). Done elle s'envoie par T> dd , dans Ci(d, d') U C 2 (d, d'). D'apres le 
lemme 3, elle est incluse dans Ci(d, d') U C 2 (d, d'). 

5 Preuves des theoremes et remarques 

Preuve du theoreme 1 — Soient fi, f et g verifiant les hypotheses du theoreme 
1. Si d est divisible par d! ou si d! est divisible par d, d'apres le corollaire 3, 
la condition 1 du theoreme 1 est satisfaisante. 

Dans le cas contraire, d'apres le corollaire 3, on peut supposer que d et 
d! sont premiers entre eux et que d > 1, d' > 1. Sans perdre en generality, 
on peut supposer que d > d' . Alors d'apres les paragraphes 3 et 4, il existe 
des polynomes lineaires ci, a 2 et un nombre a ^ tels que 

(<7i o / o a 2 , ffiogo(T 2 )e Tl d4 ^ a (Af(d, d')). 

D'apres la proposition 3, Af(d,d') = Ci(d : d') U C 2 (d,d'). Par definition de 
Ci(d, d') et C 2 (d,d'), il existe des polynomes lineaires a 3 et a 4 tels que l'une 
des conditions suivantes soit vraie: 

1. (T 3 o / o a 4 (z) = z d et <r 3 o g o a 4 (z) = az d ' oua^O est une constante. 

2. 0-30/00-4 = ±T d et o 3 o g o o 4 = ±T d /. 

Posons Q := o^ 1 o o^ 1 , f := f o Q" 1 et g := g o Q" 1 . On a / = / o Q 
g = go o Q. On a aussi /o = c^ 1 o z d o o 3 , p — o - ^ 1 ) °"3 ou 
fo = o^ 1 o (±Td) o o 3 , 5f = o"^ 1 (=tT d /) o o 3 . Alors pour la nouvelle 
coordonnee z' := a 3 1 (z), f et g verifient la condition 2 ou la condition 3 
du theoreme 1. 

□ 

Lemme 6 Soient E C C un compact, f et g deux polynomes de degres d > 1 
et d' > 1. Supposons que /^(E) = g _1 (E) et que d, d! sont premiers entre 
eux. 

1. Si f(z) = az d et g(z) = bz d ' avec a 7^ et b 7^ 0, alors E est une 
reunion de cercles centres en 
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2. Si f(z) = ±T d et g(z) = ±T>, alors E = [ 



1,1]- 



Preuve — 1. On note S r le cercle de centre et de rayon r > 0. Pour tout 
compact non vide K C C, on pose Ak{t) le maximum des longueurs des 
composantes connexes de S r \ K. On pose 



Posons F := f~ 1 (E). On a Ap = d~ l A E . D'autre part, F = g~\E). D'ou 
A F = d'~ l A E . On en deduit que A E = A F = 0. Par consequent, E est une 
reunion de cercles centres en 0. 

2. Notons (f la fonction de Green de P 1 \ [—1, 1] avec un seul pole en oo. 
On a d"V ° / = <*'~V ° 9 = V- Notons £_i = f'\E) = g~\E). On a 



Par consequent, <p(z) = pour z G ELi. D'ou C [—1, 1] et i? C [—1, 1]. 
Notons V'tX) := ( z + ^ _1 )/2- On a ip' 1 o f o ip(z) = ±z ±d , ip^ 1 o g o ip(z) = 
±z ±d '. Posons E := ^(E). Mors E C ^([-l, 1]) = {z : \z\ = 1}. 
On a f~ 1 (E) = g~ 1 (E) ou := ±2 d et g(z) := ±z d . D'apres la partie 
precedente, E est le cercle unite. D'ou E — [—1, 1]. 



Preuve du corollaire 1 — Dans le corollaire 1, la condition necessaire est 
evidente. Pour la condition suffisante, supposons par l'absurde qu'il existe 
deux polynomes distints f et g tels que f~ x (E) = g~ l (E). Notons fl la com- 
posante connexe de F~ 1 \E qui contient oo. Alors / _1 (fi) = g^ 1 ^). Comme 
E est de capacite logarithmique positive, il existe une fonction de Green f 
de f2 avec un seul pole en oo |R| III. 8]. Alors d~ l tp o /, d'^ip o g sont les 
fonctions de Green de = g~ x (Q) avec un seul pole en oo. Comme la 

fonction de Green est unique, on a d~ l ip o f = d!~ X ^> o g. On pose <fo(z) = 
si z $ Q et <fo(z) = f(z) si z e Q. C'est une fonction subharmonique et 
[i := iddifo est la mesure d'equilibre de E [16|, III]. On obtient par les re- 
lations precedentes que d~ l f*(ii) = d'~ 1 g*(fi). D'apres le theoreme 1, on a 
/ = fo ° Q 9 = go ° Q- D'ou f x (E) = g^iyE). Si la condition 1 du 
theoreme 1 est vraie, on a f ~ l (E) = g Q l (E) = E. 

Si la condition 2 du theoreme 1 est vraie, d'apres le lemme precedent, 
E est une reunion de cercles centres en 0. On a P~ X (E) = E pour toute 
rotation P de centre 0. 



Ak '■= svLp{Ax(r) pour tout r > tel que K fl S r ^ 0}. 



oaaxip(z) = 




□ 
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Si la condition 3 est vraie, d'apres le lemme precedent, E = [— 1, 1]. Par 
consequent, P~ l (E) = E pour P := T^. 

Dans les trois cas, on obtient une contradiction avec l'hypothese du corol- 
laire 1. 

□ 

Preuve du corollaire 2. — Comme E est de capacite logarithmique positive, E 
est un ensemble infini. D'apres le corollaire 1, il existe un polynome P ^ id 
tel que P~ 1 (E) = E. Si P(z) = az + b, on a \a\ = 1 et a ^ 1 car E est 
compact. Alors P est une rotation de centre 6/(1 — a). C'est impossible. 
On a done degP > 2. On sait que Jp est le plus petit compact totalement 
invariant par P qui contient plus qu'un element. D'ou Jp C E. Comme K P 
est le plus grand compact totalement invariant par P, on a E C K P . 

□ 

Dans le cas general, si E C C est un compact et si /, g sont deux polynomes 
verifiant f~ l (E) = g~ 1 (E) ) il n'existe pas de mesure \x a support dans E 
telle que d~ l f*([i) = Par exemple pour E = {0}, f(z) = z(z - 1) 

et g(z) = z 2 (z — 1), la seule mesure de probability \x supportee par E est la 
masse de Dirac en 0. On a / _1 (-E') = g^{E) mais d~ l f*({i) ^ d'^g*^). 

Proposition 4 Soient E C C un compact, f et g deux polynomes tels que 
f _1 (E) = g~ 1 (E). Alors il existe deux mesures de probabilite ^ et /i 2 « 
support dans E telles que g^d' 1 = Hi et f*(d'~ 1 g*(i2 2 )) = fi2- 

Preuve — Soit 5 une mesure de probabilite a support dans E. Posons S n := 
9*{d~ l f*{8 n -i)) pour tout n > 1. Alors 5 n est une mesure de probabilite a 
support dans E. Posons S n := (5q + • • • + 6 n -i)/n. Alors S n est egalement 
une mesure de probabilite a support dans E. II existe une suite croissante 
{ni} igN telle que S ni tende faiblement vers une mesure fx± quand i — ► +oo 
car l'ensemble des mesures de probabilite a support dans E est compact. On 
en deduit que g^d" 1 f*(S ni )) tend faiblement vers g if (d~ 1 f*(fii)). D'autre 
part, g^d" 1 f*(S ni )) — S ni = (5 ni — So)/ni tend vers 0. On obtient finalement 
Q*^ 1 f*(ni)) = /ii. De meme pour /i 2 . 

□ 
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